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1 Questions

« . 2
1. La fonction = 1=cost gt continue en 0 car cost ~ 1 — %Y en 0, et donc =525t ~ 1. De plus
t 2 ) t 0 2 )
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lf()] < t2, qui s’intégre en +oo. Donc f est 1ntegrable sur R

2. La valeur de f sur Q n’a pas d’importantce (ensemble négligeabe). D’autre part, ﬁ s’intégre bien en 0,

et t% s’'intégre en +o0o. Donc f € L*(R) (par contre, f ¢ L*(R), car ‘71| ne s’intégre pas en 0). De plus, g
est bornée par 1, donc g € L>(R). Ainsi, f € LP(R) et g € LY(R) avec 1/p+ 1/q = 1. Dans ce cas, f * g
est défini partout, continu, et borné (cf. cours).

3. e Snlmat) ¢ sinmbt) ont dans L2(R) (et non dans L'(R)) ; ainsi, S272) 4 Sing:;bt) € L*°(R), donc sa

it it Tt
transformée de Fourier n’est pas définie au sens des fonctions (elle ’est au sens des distributions)

e On a cos(2rfot) € L=(R), et e=*II" € L(R). Donc, cos(27 fot) e~ € L>°(R), donc sa TF n’est
pas définie au sens des fonctions (elle ’est au sens des distributions). De plus, cos(27 fot) n’est ni
dans L'(R), ni dans L?(R). Donc sa TF n’est pas définie au sens des fonctions.

2 Transformée de Gabor

Soit w une fonction de S(R) telle que [, [w(x \ dx = 1. Cette fonction est appelée fenétre. Soit f une fonction
de L*(R). La transformée de Gabor de f relativement & la fenétre w est la fonction Wy définie sur R? par

Wi(z,y) = / FEym(t — y)e 2t

Cette transformée de Gabor est notamment utilisée en traitement du signal pour la localisation & la fois en
temps et en fréquences d’un signal.

5 \1/2 ) 1/2
Ly, fy By )dt = fy | f(0a(t - y)lde < (fo 1F@F ) (fi ot - )] dt) (Canchy-Schwarz) = ( [, |£(1)]* dt)
(car [, |w( 2)|*dz =1) = ||f|| ;= < +oo par hypothese. Donc F, € L'(R).

2. Ona: Yy € RVEk €N, \amk (f(tym(t —y)e 2mat)| = \(%m&)’“f(t)w(tfy)e*%”t = 20" [F )] [Fw(t - y))-
Or f € L*(R), et t*w(t —y) € S(R) (car S(R) est stable par multiplication par un polynéme). Donc, de

méme que précédemment, (27)" | £(t)] [t*w(t — y)| € L' (R), et le théoréme de dérivation sous [ s’applique
a tout ordre. Donc Vy € R, Iapplication « — Wy(z,y) est de classe C*°.

3. Ona Wy(z,y) = TF(F,)(z) (la TF étant calculée en intégrant par rapport a t). Donc, d’apres le théoréme
de Riemann-Lebesque, W (z,y) — 0 quand |z| — +o00.

4. Onadmet que [, [Wy(z,y)|>de = [, |[f)] [@(t — )| dt. Ainsi, [p, [Wi(z,y)|° dedy = [, (fR W (2, y)|° dx) dy
(théoreme de Tonnelli pour des fonctions positives) = [, (f]g FOF [w(t — )| dt) dy = [, (fR |FO) [w(t —y)|? dy) dt

(toujours Tonnelli) = [, |f(t) )|? (fR [w(t —y))? dy) dt = [, |f(t) (fR w(w)|? du) dt (en posant u =t — y)
= [plf(t )P dt ( (car [ |w(x 2 dz = 1).



5. On a:

Wites) = [ foymte - e =ay

/ F(P)(tym(t — y)e 2 dt (car [ € L'(R))

/ fW)TF~ —y)e U™ (V)dy (car w € S(R) = w € L' (R))
(la TF~! étant prise par rapport a t)

De plus, TF~Y@(t — y)e 2™ (v) = [ @(t — y)e 2™ 2™t = TF (w(t —y)) (z — v) = Wz —
v)e 20m@VY = o=2TIY (g — p)e 2“”’9. D’ou le résultat.

6. On a donc

Wiz, y)w(z — y)e* ™ dzdy = / <e_2j”y/ Fw(z — V)ezj’”’ydu) w(x — y)e ™ dzdy.
R? R? R

On souhaite inverser les [. Pour cela, on applique Fubini, en commengcant par calculer 'intégrale multiple
en modules, dans n’importe quel ordre. On a :

(e_zj”yf(u)ﬁ(z — V)ezj””ydy) w(x — y)eX ™
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dvdzdy

On peut donc intégrer dans n’importe quel ordre, cette fois-ci sans les modules :

/R2 Wiz, y)w(z — y)e ™ dzdy = /Rf(l/) (/R (/R X @ (2 — Z/)dz) 2™ (x — y)dy) dv.

Or, [, eXm=(e= Vw(z —v)dz = TF~ (W(z — v))(x —y) = TF~ (@) (x — y)e2™@=vv = 55(z — y)eXm@—v)v,
Donc,

Wy mpute i) mdzdy = [ Fo) ([[wa - e nremg - yay ) a
R R

[ Fwe ([ o= ar)
/R Flw)e2imev < /R |w(u)|2du> dv

/R Fw)yermrdy = f(z)

R2

3 Distributions et électromagnétisme
1.Ona: F=Fx0=Fx(E'+w?E) =Fx (6" +w?) «E= (F'+w?F)«E=0+E=E.

2. E = Uy. Donc, B/ = U'y+ Uy = dy+ Uy = y(0)d +Uy'. Dou: E" = y(0)§ + U’y + Uy" =
y(0)8' + Uy’ + Uy"” = y(0)6" + ¢'(0)d + Uy"”. On a donc

E" +w?E =y(0)§' +y'(0)5 + Uy” + w?Uy = y(0)8' + ¢/ (0)6 + (v +w’y) U



Pour vérifier 'équation E” + w?E = §, la fonction y doit donc vérifier
(y" +w?y) =0,y(0)=0,y'(0) =1

3. y s’écrit donc sous la forme : ‘ ‘
y(t) = Ae?¥t + Be It

Les conditions aux limites donnent :

y(0) = A+B=0
y'(0) = jwA-jwB=1
On en déduit A = —B = 1/(2jw). D’ou
) = sinwt
Y=

4. Ainsi, X =S+« E=Sx(Uy). Dou




