Examen d’Analyse de Fourier I
mercredi 14 novembre 2007
documents autorisés : 2 feuilles au format A4, recto-verso.

1 Questions
Répondre aux question suivantes en justifiant.

1. Soit p, la mesure discréte définie par py (A) = card(A) pour tout ensemble A de R. Soit
f(z) = Ig(x). Que vaut f[o,l] fdug ?

2. La fonction
() =T (o) cos (- )

est-elle intégrable sur R pour la mesure de Lebesgue 7

3. Quelle est la limite de Z;ﬁ Wlﬁ quand n — +o0 ?

4. Soit ha(t) = e~ pour @ > 0. A Paide de la transformée de Fourier, déterminer h, * hy(t) pour

a # b (on utilisera les formules : h,(f) = a2+i‘71r2f2, et (a2+u2)1(b2+u2) = bQiaQ (az}ruQ — bhlruQ)).

2 'Transformée de Fourier et Equation différentielle

On considére 1’équation des cordes vibrantes, donnée par :

d%u 1 9%

@(fﬂ'yt):cfg@(%t% t>0 (1)

avec les conditions initiales :

u(z,0) = fi(z)

% (2,0) = fo(x)
ou f1 et fo sont deux fonctions intégrables sur R pour la mesure de Lebesgue. On suppose que u, fi,
et fo sont C'° et suffisamment réguliéres pour pouvoir dériver par rapport a t sous le signe f autant
de fois que nécessaire.
On note u(&,t) la transformée de Fourier en ¢ de I'application z — u(x,t), supposée intégrable pour
tout ¢, c’est-a-dire :

ﬂ(f,t):/Ru(x,t)e2jm§da:

1. Montrer que u(&,0) = ﬁ({), que %?(5,0) = fg(f) Montrer, en utilisant 1’équation (1), que
u(&,t) vérifie ’équation différentielle par rapport a ¢ :

0*u

ﬁ(&v t) + 47T2£262a(£a t) =0 (2)



2. La forme générale de la solution de (2) est :
(¢ 1) = A + B(g)e T

En utilisant les conditions aux limites, montrer que

u(&,t) = %ﬁ(&) (62j7rc§t n eﬁjncgt) 4 ;2];27(1?5 (62j7rc§t _ edjrrcﬁt) 3)

3. Pour a € R quelconque, on définit la fonction
h(z) = / Fo(v)dv.

Déterminer h/(z) en fonction de fo(z), puis iAL(f) en fonction de fg({) (on utilisera la bonne
formule du cours).

4. En utilisant la formule du retard sur ’équation (3), exprimer u(z,t) en fonction de fi(z + ct),
fi(x —ct), et de ffj;t fa(v)dv.

3 Distributions
On considére I'équation différentielle suivante au sens des distributions :
E'+WlE =56 (4)
1. On cherche la solution de I’équation (4) dans S’(R). On montre que E s’écrit sous la forme

E = (coswt) A+ (sinwt) B
FE' = —w(sinwt) A+ w(coswt) B (5)

ot A et B sont deux distributions de S’(R).
2. Exprimer A et B en fonction de E et E'.
3. En dérivant ces deux expressions, montrer que

(coswt) A’ + (sinwt) B’ =0 (6)

4. En dérivant I’équation (5), et en utilisant (4), montrer que

—w (sinwt) A" + w (coswt) B' = 6 (7)

5. A laide de (6) et de (7), déterminer A’ et B'.

6. Sachant que les primitives de la distribution nulle sont des fonctions constantes, et que les
primitives de ¢ s’écrivent sous la forme U + cte (U est la fonction d’Heaviside), en déduire
I’expression de F.

7. Vérifier alors sur Iexpression obtenue qu’on a bien E” + w?E = 6.



