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~+00) par rapport a la mesure de Lebesgue A.

1 Transformée de Hankel
On appelle fonction de Bessel d’ordre 0 la fonction définie par :

+m
Jo(t) = L / exp (—it cos(0 — a)) df

2r J_»

1. En étudiant la périodicité de la fonction § — exp (—it cos(6 — ), et en effectuant un changement de variable,
montrer que Jy ne dépend pas de a.

2. Montrer que fj: sin(t cos 0)df = 2 fo—m sin(t cos 8)d@, puis que pour tout u € [0;7/2], ona: sin (t cos(m/2 —u)) =
—sin (¢ cos(m/2 + u)). En déduire que Jo(t) est réel.
3. Montrer que Jy est paire.

On rappelle que dans Rz, la transformée de Fourier d’une fonction f intégrable sur R? 4 valeurs dans R ou C est
définie par

f(§17€2) = /2 f(xl’x2)e—2j77(w1§1+x2§2)dx1dx2
R

La formule de Parseval-Plancherel pour des fonctions de L?(IR) se généralise aux fonctions de L2(R?), a savoir :

Vg dus B [ flanangenmdnds = [ fe, &) G

De plus, on dit qu'une fonction f de R? dans R est radiale si et seulement si il existe une fonction F' de RT dans
R telle que, pour tout = (x1,x2) € R?, on ait : f(z) = F(||z]|), avec ||z|| = /2% + 3.

4. Soit f une fonction radiale intégrable sur R%. Montrer que la transformée de Fourier de f (dans R?), notée f, est
telle que

o~ +m
(w1, 20) € B, F(€,6,) = 2 / rJo(2r €]l ) F(r)dr

aide : on effectuera pour cela le changement de variables ©1 = rcosf, xo = rsinf, puis on posera : §; =
[I€ll cos p, €5 = ||€]| sin ¢, et on utilisera la formule cos a cosb + sinasinb = cos(a — b).

5. En déduire que ]?est radiale.

On peut alors définir la transformée de Hankel, notée TH, qui a une fonction F intégrable de RT dans R fait
correspondre Papplication notée TH(F') de RT dans R définie par

+oo
TH(F)(p) = 27r/0 rJo(2mpr) F(r)dr

Chaque fois que nécessaire, on pourra considérer cette transformée de Hankel de F' comme la transformée de
Fourier dans R? de la fonction radiale f définie par f(z) = F(||z|)), z € R2.



6. Montrer en utilisant la formule d’inversion de la transformée de Fourier dans RQ, c’est-a-dire, pour f € LI(R2)7

fz1,x2) fR2 51,52 Yet2im@&iteaba)ge de, pp. (avec égalité aux points oit f est continue), que si F' est
continue et TH(F) € L*(R?), alors

+oo
Vr >0, F(r)= 27r/0 pdo(2mpr)TH(F)(p)dp

7. Soit @ > 0. Pour une fonction g donnée définie sur R™, on note dil,(g) la fonction dilatée de g définie par :
Vr >0, dil,(g)(r) = g(ar). Montrer que

TH (dily(F)) = a%dil% (TH(F))

8. Soient F' et G deux applications de L? (R+). Montrer, en passant par les fonctions radiales associées f et g, et en
utilisant la formule de Parseval-Plancherel dans L? (RZ), que

400 +o0 -
/0 rF(r) G dr / pTH(F)(p)TH(G)(p)dp

(on utilisera les changements de variables coordonnées polaires/coordonnées cartésiennes.)

o —

9. Calculer la transformée de Hankel de la fonction définie de RT dans R™ F(r) = e~ aide: on rappelle e~m% () =

,71—52.

2 Distributions

2.1 Transformée de Fourier d’une distribution homogéne

Soit ¢ une fonction quelconque de S(R). Soit > 0. On note ¢, la fonction définie par : ¢, () = ¢(ax), Vo €.R.
On dit qu'une distribution 7" de S’(R) est homogene de degré d si et seulement si :

Yo € S(R), (T,p,) =a (T, p)

1. Exprimer @, en fonction de ®.

2. Montrer alors, en calculant <f, gpa>, que si T est homogeéne de degré d, alors T est homogeéne, d’un degré que

I’on précisera.

2.2 Convergence vers o

On considére une suite de fonctions f, définie sur R, intégrables, positives, telles que
/ fa®)dt=1,Vn>1

et le support de f, est inclus dans [—%, ﬁ] On veut montrer que la suite de fonctions f,, (plus précisément, la suite

de distributions régulieres T, ) tend vers la distributions de Dirac ¢ dans D'(R).
1. Soit ¢ une fonction quelconque de D(R). Rappeler la caractérisation de la continuité de ¢ en 0.
2. Rappeler la définition de la convergence d’une suite de distributions.
3. Montrer, en utilisant la continuité de ¢ en 0, que pour tout € > 0, il existe N tel que
+oo
Vn > N, ‘/ t)dt — (0)‘ dt < 5/ fa(t)dt
(%

aide : on écrira [ fu(B)p(t)dt — p(0) = [T° fu(t) ((t) — ©(0)) dt.
4. En déduire le résultat.



