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Remarque : dans tout l�énoncé,
R b
a
f(x)dx désigne l�intégrale de Lebesgue

R
[a;b]

fd� de f sur [a; b] (�1 � a � b �
+1) par rapport à la mesure de Lebesgue �.

1 Transformée de Hankel

On appelle fonction de Bessel d�ordre 0 la fonction dé�nie par :

J0(t) =
1

2�

Z +�

��
exp (�it cos(� � �)) d�

1. En étudiant la périodicité de la fonction � 7! exp (�it cos(� � �)), et en e¤ectuant un changement de variable,
montrer que J0 ne dépend pas de �.

2. Montrer que
R +�
�� sin(t cos �)d� = 2

R +�
0

sin(t cos �)d�, puis que pour tout u 2 [0;�=2], on a : sin (t cos(�=2� u)) =
� sin (t cos(�=2 + u)). En déduire que J0(t) est réel.

3. Montrer que J0 est paire.

On rappelle que dans R2, la transformée de Fourier d�une fonction f intégrable sur R2 à valeurs dans R ou C est
dé�nie par bf(�1; �2) = Z

R2
f(x1; x2)e

�2j�(x1�1+x2�2)dx1dx2

La formule de Parseval-Plancherel pour des fonctions de L2(R) se généralise aux fonctions de L2(R2), à savoir :

8f; g dans R2,
Z
R2
f(x1; x2)g(x1; x2)dx1dx2 =

Z
R2
bf(�1; �2)bg(�1; �2)d�1d�2

De plus, on dit qu�une fonction f de R2 dans R est radiale si et seulement si il existe une fonction F de R+ dans
R telle que, pour tout x = (x1; x2) 2 R2, on ait : f(x) = F (kxk), avec kxk =

p
x21 + x

2
2.

4. Soit f une fonction radiale intégrable sur R2. Montrer que la transformée de Fourier de f (dans R2), notée bf , est
telle que

8(x1; x2) 2 R2, bf(�1; �2) = 2� Z +1

0

rJ0(2� k�k r)F (r)dr

aide : on e¤ectuera pour cela le changement de variables x1 = r cos �, x2 = r sin �, puis on posera : �1 =
k�k cos', �2 = k�k sin', et on utilisera la formule cos a cos b+ sin a sin b = cos(a� b).

5. En déduire que bf est radiale.
On peut alors dé�nir la transformée de Hankel, notée TH , qui à une fonction F intégrable de R+ dans R fait
correspondre l�application notée TH(F ) de R+ dans R dé�nie par

TH(F )(�) = 2�

Z +1

0

rJ0(2��r)F (r)dr

Chaque fois que nécessaire, on pourra considérer cette transformée de Hankel de F comme la transformée de
Fourier dans R2 de la fonction radiale f dé�nie par f(x) = F (kxk), x 2 R2.
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6. Montrer, en utilisant la formule d�inversion de la transformée de Fourier dans R2, c�est-à-dire, pour bf 2 L1(R2),
f(x1; x2) =

R
R2
bf(�1; �2)e+2j�(x1�1+x2�2)d�1d�2 p.p. (avec égalité aux points où f est continue), que si F est

continue et TH(F ) 2 L1(R2), alors

8r > 0, F (r) = 2�
Z +1

0

�J0(2��r)TH(F )(�)d�

7. Soit a > 0. Pour une fonction g donnée dé�nie sur R+, on note dila(g) la fonction dilatée de g dé�nie par :
8r > 0, dila(g)(r) = g(ar). Montrer que

TH (dila(F )) =
1

a2
dil 1

a
(TH(F ))

8. Soient F et G deux applications de L2(R+). Montrer, en passant par les fonctions radiales associées f et g, et en
utilisant la formule de Parseval-Plancherel dans L2(R2), queZ +1

0

rF (r)G(r)dr =

Z +1

0

�TH(F )(�)TH(G)(�)d�

(on utilisera les changements de variables coordonnées pôlaires/coordonnées cartésiennes.)

9. Calculer la transformée de Hankel de la fonction dé�nie de R+ dansR+ F (r) = e��r
2

: aide : on rappelle\e��x2(�) =
e���

2

.

2 Distributions

2.1 Transformée de Fourier d�une distribution homogène

Soit ' une fonction quelconque de S(R). Soit � > 0. On note '� la fonction dé�nie par : '�(x) = '(�x), 8x 2.R.
On dit qu�une distribution T de S0(R) est homogène de degré d si et seulement si :

8' 2 S(R); hT; '�i = ��(d+1) hT; 'i
1. Exprimer c'� en fonction de b'.
2. Montrer alors, en calculant

DbT ; '�E, que si T est homogène de degré d, alors bT est homogène, d�un degré que

l�on précisera.

2.2 Convergence vers �

On considère une suite de fonctions fn dé�nie sur R, intégrables, positives, telles queZ
R
fn(t)dt = 1, 8n � 1

et le support de fn est inclus dans
�
� 1
n ;

1
n

�
. On veut montrer que la suite de fonctions fn (plus précisément, la suite

de distributions régulières Tfn) tend vers la distributions de Dirac � dans D
0(R).

1. Soit ' une fonction quelconque de D(R). Rappeler la caractérisation de la continuité de ' en 0.

2. Rappeler la dé�nition de la convergence d�une suite de distributions.

3. Montrer, en utilisant la continuité de ' en 0, que pour tout " > 0, il existe N" tel que

8n � N",
����Z +1

�1
fn(t)'(t)dt� '(0)

���� dt � " Z
[� 1

n ;
1
n ]
fn(t)dt

aide : on écrira
R +1
�1 fn(t)'(t)dt� '(0) =

R +1
�1 fn(t) ('(t)� '(0)) dt.

4. En déduire le résultat.
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